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ÖZET  
Bu çalı.mada ( , )G V E= bir graph ve ( )A G kom.uluk matrisi, ( )D G noktaların dereceleri matrisi 

olmak üzere  
( ) ( ). ( )P G A G D G=

çarpım matrisi tanımlanmı. ve bu tanımlanan matrisin en büyük özde2eri  için sınırlar bulunmu.tur. 
 
Anahtar sözcükler: Graph, Kom3uluk Matrisi , Özde6er 
AMS (2000) subject classification:05C50 
 

1.Ön Bilgiler 

( ),G V E= , noktalar kümesi { }1 2, ,..., nV v v v= olan bir basit graph olsun. iv V�
olmak üzere  iv nin derecesi, id olarak tanımlanır. iv noktasına kom.u noktaların
derecelerinin ortalaması da im olarak adlandırılır. G graphında bütün noktaların derecesi 
birbirine e.it ise graph regüler bir graph olur. E2er G graphının her noktalarının derecesi 
k ise G ’ ye k � regüler bir graph denir. Bir graphda bütün noktalar birbirine kom.u ise 
graph tam graph olarak adlandırılır. Tam graphlar ( 1)n � � regülerdir. Bir G graphının
kom.uluk matrisi ( ) ( )ijA G a= .eklindedir öyle ki 
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G basit graph oldu2undan ( )A G her bir kö.egen elemanı sıfır olan (0,1) simetrik 
matristir.  
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( )D G , G graphının kö.egen elemanları noktaların derecelerinden olu.an bir 
kö.egen matris olmak üzere ( ) ( ) ( )L G D G A G= � .eklinde tanımlanan matris G
graphının Laplace Matrisi olarak adlandırılır. 
 

Literatürde G basit bir graph olmak üzere ( )A G ve ( )L G matrislerinin en büyük 
öz de2erlerinin (spektral yarıçap) sınırları çalı.ılmı.tır. Bunun yanı sıra 

( ) ( ) ( )K G D G A G= + .eklinde bir matris olu.turulup bu matrisinde en büyük öz de2eri için 
sınırlar bulunmu.tur [4]. 

 
Biz bu çalı.mamızda ( ) ( ) ( )P G A G D G= olacak biçimde bir ( )P G çarpım matrisini 

alarak, ( ) ( )ijP G p= ,
:
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olacak biçimde tanımlı n×n tipindeki bu matrisin öz de2erlerine sınırlar bulmaya çalı.tık. 
 

2. P(G) Matrisinin Spektral Yarıçapı �çin Sınırları

Önerme 1 G graphı, k -regüler graph ise ( ) ( )P G kA G= dır. 
 
�spat: G , k -regüler graph oldu2undan her j noktası için  jd k= dır. ( )A G kom.uluk 
matrisi ve ( )P G çarpım matrisinin tanımlarından  ( ) ( )P G kA G= oldu2unu görmek 
kolaydır. 
 

Teorem 2 G k -regüler bir graph ise k , G nin bir öz de2eridir. Üstelik spektral yarıçapı
k dır. Tersine olarak, maksimum derece G nin bir öz de2eri ise G regüler olmalıdır [5]. 
 

Önerme 3 G , k -regüler bir graph olsun. ( )A G kom.uluk matrisinin öz de2erleri 

1 2( , ,..., )n� � � ise ( )P G ’ nin öz de2erleri 1 2( , ,..., )nk k k� � � dir. 
 
�spat.  G=(V,E), k -regüler graph olsun. ( )A G kom.uluk matrisinin 1� öz de2eri ve  

1 2( , ,..., )Tnx x x x= de bu öz de2ere göre öz vektör alalım. 1� , keyfi bir ix öz bile.eni için 
bir öz de2er oldu2undan 

 1 ( )i ix A G x� =

{ }1 :i j
j

x x i j� =
 � (1) 

yazabiliriz. 
Di2er taraftan 1 2( , ,..., )n� � � , ( )P G matrisinin öz de2erleri olsun. ( ) ( )P G kA G= ve  

( )A G ile ( )P G nin öz vektörleri aynı oldu2undan , ix öz vektörünü  1� ’ e göre de öz 
vektör olarak alabiliriz. O halde 



1 ( )i ix P G x� =

{ }1 :i j j
j

x d x i j� =
 �

{ }1 . :i j
j

x k x i j� = 
 � (2) 

yazabiliriz. (1) ve  (2) den  
 1 1 1 1i ik x x k� � � �= � =
alabiliriz. 

Benzer metotlar di2er öz de2erler içinde uygulandı2ında, i ik� �= ( )1 i n� � elde 
ederiz. Böylece  1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )n nk k k� � � � � �= oldu2u görülür. 
 
Sonuç 4 G regüler bir graph olmak üzere, ( )A G kom.uluk matrisinin spektral yarıçapı 1�
ve ( )P G çarpım matrisinin spektral yarıçapı 1� olsun. Bu taktirde 2

1 1� �= dir. 
 
�spat: Teorem 2 ve Önerme 3 den ispatı a.ikardır. 
 

Sonuç 5 G tam  graph ise  ( )1 2 1 2( , ,..., ) ( 1) , ( 1) ,..., ( 1)n nn n n� � � � � �= � � �  dır. 
 
�spat. G bir tam graph ise ( 1)n � -regüler graphtır. Önerme3 den  

( )1 2 1 2( , ,..., ) ( 1) , ( 1) ,..., ( 1)n nn n n� � � � � �= � � �  oldu2u görülür. 
 

Teorem 6 G ba2lantılı graph ve  1� , ( )A G ’ nin spektral yarıçapı olsun. Bu taktirde, 

{ }:i j i j i ij
T d v v E d m= � =
 , { } { }: :i j i j j j i j

j j
TT T v v E d m v v E= � = �
 
 ; id , iv

noktasının derecesi ve im , iv noktasına kom.u olan noktaların derecelerinin ortalaması
olmak üzere 
 

1 max : 1i

i

TT i n
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 �

(3) 

dır. [1] 
 

Teorem 7  G ba2lantılı graph ve  1� , ( )A G ’ nin spektral yarıçapı olsun. Bu taktirde, 

{ }:i j j i j
j

TT d m v v E= �
 ; id , iv noktasının derecesi ve im , iv noktasına kom.u olan 

noktaların derecelerinin ortalaması olmak üzere 

 1 max : 1i

i

TT i n
d

�
� �� �� � �	 �
� �
 �

(4) 

dır. [1] 
 



Teorem 8 ( ),G V E= k -regüler graph  ve  1� , ( )P G matrisinin spektral yarıçapı olsun. 
Bu taktirde, 
 

{ }:i j i j i ij
T d v v E d m= � =
 , { } { }: :i j i j j j i j

j j
TT T v v E d m v v E= � = �
 
 ; id , iv

noktasının derecesi ve im , iv noktasına kom.u olan noktaların derecelerinin ortalaması
olmak üzere 
 

( )2
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(5) 

dir. 
 

�spat. (4) e.itsizli2inden, 1 max : 1i

i

TT i n
d

�
� �� �� � �	 �
� �
 �

idi. G k-regüler oldu2undan; 

( )P G nin 1� öz de2eri için ,  1 1k� �= yazılabilir ve (4) e.itsizli2inde yerine koyulursa, 

 1 max : 1i
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k d
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elde edilir. G k-regüler oldu2undan , id k= dır ve  2
i i i iT d m d= = oldu2unu görmek 

kolaydır.  Gerçekten ,  
{ } { } { } 2: : 1:i j i

j j j
T d i j k i j k i j kd k= = = = =
 
 
� � �  

e.itli2i bulunur. (imdi yukarıdaki e.itsizlikte, 
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düzenlemeleri yapılırsa,  
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elde edilir. 
 

Teorem 9  G ba2lantılı graph ve  1� , ( )P G ’ nin spektral yarıçapı olsun. Bu taktirde, 

{ }:i j
j

T d i j=
 � olmak üzere 

 { }1 max : 1iT i n� � � � (6) 
elde edilir. E.itlik G graphının regüler olması durumunda sa2lanır. 

�spat. ( )P G matrisinin ( ),i j elemanı;
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olarak tanımlıdır. Gersgorin  Teoremi’ ne göre [2] , ( )P G ’ nin her bir öz de2eri 

1

n

i ij
j
i j

R p
=
�

=
 olacak biçimde { }: ii ip R� � � �  diskinin en az birindedir. Böylece  

{ } { }1 max : max : 1j i
j
d i j T i n�

� �
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 �

 �

yazabiliriz. 
 (imdi e.itlik durumunu gösterelim. G graphı k � regüler olsun. Bu taktirde, 

1 i n� � � için 
 { } { } 2: 1: .i j i

j j
T d i j k i j k d k= = = =
 
� �  

elde edilir. Sonuç 4 den ise e.itlik sa2landı2ı görülür. 
 

Teorem 10 G ba2lantılı graph ve  1� , ( )P G ’ nin spektral yarıçapı olsun. Bu taktirde,  

 1 max : 1i

i

TT i n
m

�
� �
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 �

(7) 

Burada { }:i j j
j

TT d m i j=
 � ve im , i noktasına kom.u noktaların derecelerinin 

ortalamasıdır. E.itlik için gerek ve yeter ko.ul G graphının regüler bir graph olmasıdır. 
 

�spat. ( )M G kö.egen elemanları im den olu.an bir kö.egen matris olmak üzere 
1( ) ( ) ( )M G P G M G� matrisinin  ( ),i j nci elemanı
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biçimindedir. 
1( ) ( ) ( )M G P G M G� matrisinin satırlarına Gersgorin Teoremi uygulanırsa, 
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elde ederiz.  
 (imdi G k-regüler bir graph olsun. O halde i� için id k= dır.Bu taktirde, 

 { } { }1 1: :i j
j ji

m d i j k i j k
d k

= = =
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ve 
 

{ } { }2 3: 1:i j j
j j

TT d m i j k i j k= = =
 
� �  



oldu2undan 2i

i

TT k
m

= elde edilir. Yine Sonuç4 kullanılırsa e.itlik görülür. 

 

Teorem 11 G graphı n noktalı ve m kenarlı ba2lantılı bir graph olsun. 1� , ( )P G
matrisinin spektral yarıçapı ve im , i noktasına kom.u noktaların derecelerinin ortalaması
olmak üzere 
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dir. 
 
�spat.  ( )D G elemanları noktaların derecelerinden olu.an bir kö.egen matris olmak üzere, 

1( ) ( ) ( )D G P G D G� matrisini dü.ünelim. 1( ) ( ) ( )D G P G D G� matrisinin ( ),i j elemanı
2
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�

biçiminde olur. 

1� , ( )P G nin spektral yarıçapı ve ( )1 2, ,..., T
nX x x x= , 1� ’ e göre bir öz vektörü alalım. ix

öz bile.eni 1 ( 1ix = ) ve her k için 1kx � olsun. ( )1 2, ,..., T
nX x x x= öz vektörü için 

 1
1( ) ( ) ( )D G P G D G X X�� = (9) 

yazabiliriz. 
(9) ifadesini  i için yazarsak ; 
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elde ederiz. Yine (9) ifadesini j için yazarsak ; 
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elde ederiz. (11)’ in her iki tarafını
2
j
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d
d

ile çarpıp , i j� olacak biçimde j üzerinden her 

iki yanında toplamı alınırsa, 
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1 :j
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olur. 
Her  k için 1kx � oldu2undan, 

 { }2 2
1 :j
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d
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 � � (12) 



yazılabilir. Di2er taraftan Caen E.itsizli2i [3] kullanılırsa, 
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ve buradan ise 
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bulunur. 
 

Sonuç 12 G graphı n noktalı ve m kenarlı ba2lantılı bir graph olsun. 1� , ( )P G
matrisinin spektral yarıçapı ve im , i noktasına kom.u noktaların derecelerinin ortalaması
olmak üzere, { }min :1im m i n= � �� alalım. Bu taktirde, 
 

1
2 2 :1

1
mm n m i n
n

�
� �� �� �� + � � �	 �� ��� �� �
 �

� (13) 

dir. 
 
�spat  Teorem 9 da 1 i n� � olmak üzere im� için (8) deki sınır sa2landı2ından ve 

{ } { }1 2min :1 , ,...,i nm m i n m m m= � � �� oldu2undan ispatı görmek kolaydır. 
 

Teorem 13 G ba2lantılı graph ve  1� , ( )P G ’ nin spektral yarıçapı olsun. Bu taktirde, 

 { }{ }1 max : :k j
j k

d d k j i j�
� �� �� 	 �
� �
 �


 � �  (14) 

dir. 
 
�spat. 1� öz de2eri, ( )P G nin spektral yarıçapı ve ( )1 2, ,..., T

nX x x x= , 1� ’ e göre bir öz 
vektörü alalım.   

Bu öz vektörü , bir öz bile.eni 1’ e e.it( ix =1), di2er öz bile.enleri de 1’e e.it veya 1 
den küçük kabul edebiliriz. Yani 1ix = ve bütün k ’ lar için 1kx � alabiliriz. ( )P G matrisi 
için 
 1( )P G X X�= (15) 
yazarız. (15)’ un i . e.itli2inden , 
 { }1 i j j

j
x d x i j� =
 �



� { }1 j j
j
d x i j� =
 � (16) 

j . e.itli2inden ise , 
 { }1 j k k

k
x d x k j� =
 � (17) 

elde ederiz. (17)’ nin her iki tarafını jd ile çarpıp , i j� olacak biçimde j üzerinden 
toplam alınırsa, 

 { }2
1 :j k k

j k
d d x k j i j� � �

= 	 �

 �


 
 � �

elde ederiz. 
Her  k için 1kx � oldu2undan, 

 { }2
1 :j k k

j k
d d x k j i j� � �� 	 �


 �

 
 � �

� { }1 j k
j k

d d k j� � 

 �

yazabiliriz. 
 

Örnek 14 Noktaları { }1 1,2,3, 4,5V = kümesi, kenarları

{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }1 1,2 , 1,3 , 2,5 , 2, 4 , 2,3 , 3,4 , 3,5 , 4,5E = kümesinden olu.an bir 

( )1 1 1,G V E= graphını ve { }1 1,2,3, 4V = , { } { } { } { } { }{ }2 1, 2 , 1, 4 , 2, 4 , 2,3 , 3,4E = olmak 

üzere  ( )2 2 2,G V E= graphını alalım. 
 

Bu graphlar için , 1 1( ( )) 11,24P G� = ve 1 2( ( )) 6,62P G� = öz de2erleri iki ondalıklı olarak 
verilsin. Yukarıda verilen graphların en büyük öz de2erleri için (spektral yarıçapı) sınırlar 
a.a2ıdaki sonuçta verilmi.tir: 
 

(6) (7)  (13) (14)  
 

1G 12 14 12,9 11,4 
 

2G 7 8,14  7,8 6,7 
 

Sonuç: Biz .imdiye kadar ( ) ( ) ( )P G A G D G= matrisini olu.turarak, bu matrisin en büyük 
öz de2eri için sınırlar bulduk. Bunun yanı sıra  ( ) ( ) ( )P G D G A G� = matrisini de 

olu.turabiliriz. Kolaylıkla görülecektir ki ( )( ) ( )TP G P G�= . Gerçekten , 

 ( )( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T TP G A G D G D G A G D G A G P G�= = = =  



bulunur. Matris Teorisi’nden bir matrisin öz de2erleri aynı zamanda transpozunun da öz 
de2erleri olaca2ından verilen sınırlar ( )P G� için de geçerli olacaktır. 
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