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OZET
Bu calismada G = (V, E) bir graph ve A(G) komsuluk matrisi, D(G)noktalarin dereceleri matrisi
olmak tizere

P(G) = A(G).D(G)

¢arpim matrisi tanimlanmig ve bu tanimlanan matrisin en biiyiikk 6zdegeri igin sinirlar bulunmustur.
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1.0n Bilgiler

G= (V,E ), noktalar kiimesi V ={v1,v2,...,vn}01an bir basit graph olsun. v, eV
olmak iizere v, nin derecesi, d, olarak tamimlanir. v, noktasina komsu noktalarin
derecelerinin ortalamas1 da m, olarak adlandirilir. G graphinda biitiin noktalarin derecesi

birbirine esit ise graph regiiler bir graph olur. Eger G graphinin her noktalarinin derecesi
k ise G’ ye k—regiiler bir graph denir. Bir graphda biitlin noktalar birbirine komsu ise
graph tam graph olarak adlandirilir. Tam graphlar (n—1)—regiilerdir. Bir G graphinin

komsuluk matrisi A(G) = (a;) seklindedir dyle ki
lii~jvy, el)
a. = :
" |0 :diger durumlarda

G basit graph oldugundan A(G) her bir kdsegen elemani sifir olan (0,1) simetrik
matristir.
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D(G), G graphinin kosegen elemanlari noktalarin derecelerinden olusan bir
kdsegen matris olmak iizere L(G)=D(G)-A(G) seklinde tanimlanan matris G
graphinin Laplace Matrisi olarak adlandirilir.

Literatiirde G basit bir graph olmak lizere A(G) ve L(G) matrislerinin en biiylik

0z degerlerinin  (spektral yarigap) smnirlart  caligilmigtir.  Bunun  yami  sira
K(G) = D(G) + A(G) seklinde bir matris olusturulup bu matrisinde en biiyiik 6z degeri i¢in
sinirlar bulunmustur [4].

Biz bu ¢calismamizda P(G) = A(G)D(G) olacak bicimde bir P(G) ¢arpim matrisini
alarak, P(G) =(p;),
b= d,:egeri~j
" |0 :diger durumda
olacak bi¢gimde tanimli nxn tipindeki bu matrisin 6z degerlerine sinirlar bulmaya calistik.

2. P(G) Matrisinin Spektral Yaricap: I¢in Simirlar

Onerme 1 G graphi, k -regiiler graph ise P(G) = kA(G) dr.

spat: G, k-regiiler graph oldugundan her j noktasi igin d, =k dir. A(G) komsuluk
matrisi ve P(G) carpim matrisinin tanimlarindan  P(G) = k4(G) oldugunu gdérmek
kolaydir.

Teorem 2 Gk -regiiler bir graph ise k, G nin bir 6z degeridir. Ustelik spektral yarigap1
k dir. Tersine olarak, maksimum derece G nin bir 6z degeri ise G regiiler olmalidir [5].

Onerme 3 G, k-regiller bir graph olsun. A(G) komsuluk matrisinin 6z degerleri
(4,4,,....,4,) 1se P(G)’ nin 6z degerleri (kA,,kA,,...,kA ) dir.

Ispat. G=(V.,E), k-regiiler graph olsun. 4(G) komsuluk matrisinin A, 6z degeri ve
x =(X,X,,...,x,)" de bu 6z degere gore 6z vektor alalim. 4,, keyfi bir x, 6z bileseni igin
bir 6z deger oldugundan

ﬂ‘l‘xi = A(G)xi

Ax, = Z{xj : i~j} (1

J
yazabiliriz.
Diger taraftan (S, ,,..., 5,) , P(G) matrisinin 6z degerleri olsun. P(G) = kA(G) ve
A(G) ile P(G) nin 6z vektorleri ayn1 oldugundan , x, 6z vektorinii S, e gore de 6z
vektor olarak alabiliriz. O halde



Bx; = P(G)x,

Bx, = Z{djxj : i~j}

Bx, = k.Z{xj S~ j} 2)

yazabiliriz. (1) ve (2) den
kAx; = px, = kA = p,
alabiliriz.
Benzer metotlar diger 6z degerler i¢inde uygulandiginda, S, = k4, (1 <i< n) elde

ederiz. Boylece (B, 5,;,....5,) =(kA,kA,,....kA,)) oldugu goriiliir.

Sonu¢ 4 G regiiler bir graph olmak iizere, A(G) komsuluk matrisinin spektral yarigap: 4,
ve P(G) ¢arpim matrisinin spektral yarigapt S, olsun. Bu taktirde A4 = f3, dir.

ispat: Teorem 2 ve Onerme 3 den ispati asikardir.

Sonu¢ 5 G tam graphise (B,f,-..[,) =((n—DA,(n=DA,,....,(n—1)4,) dur.

Ispat. G bir tam graph ise (n—1)-regiler graphtir. Onerme3 den
(B Boses B) =((n=D A, (n=1)A,,....,(n—=1)4,) oldugu gdriiliir.

Teorem 6 G baglantili graph ve 4, , A(G)’ nin spektral yaricap1 olsun. Bu taktirde,
7;=zj{dj:vivjeE}=d,.mi, T]:=Z{Tj:vivjeE} =Z{djmj: v,.vjeE}; d, v
J

J
noktasinin derecesi ve m,, v, noktasina komsu olan noktalarin derecelerinin ortalamasi

olmak tuzere

&Smax{%: ISiSn} (3)
dir. [1]

Teorem 7 G baglantili graph ve A, , A(G)’ nin spektral yarigap: olsun. Bu taktirde,

IT = Z{djmj: vV, eE}; d;, v, noktasinin derecesi ve m,, v, noktasina komsu olan
j

noktalarin derecelerinin ortalamasi olmak tizere

&Smax{ % ISiSn} 4)

i

dir. [1]



Teorem 8 G = (V,E ) k -regiiler graph ve p,, P(G) matrisinin spektral yarigap1 olsun.
Bu taktirde,

Z:Zj{dj:vivjeE}=dimi, T];:Z{Tj:vivjeE} =Z{djmj: v,.vjeE}; d, v
J J

noktasinin derecesi ve m,, v, noktasina komsu olan noktalarin derecelerinin ortalamasi

olmak tizere

:lgiﬁn} (5)

dir.

Ispat. (4) esitsizliginden, A, Smax{ % ISiSn} idi. G k-regiiler oldugundan;

P(G) nin B, 6z degeriicin, B = kA yazilabilir ve (4) esitsizliginde yerine koyulursa,

ﬁSmax E 1<i<n
k d,

B Sk.max{ E ISiSn}
dl'
elde edilir. G k-regiiler oldugundan , d, =k dir ve T =dm, =d’ oldugunu gormek
kolaydir. Gergekten ,

L= d, i~ g} =2 ki = jy =k Y {li = j} = kd, = K

J J

esitligi bulunur. Simdi yukaridaki esitsizlikte,

T _NINTL {011 _ 111, _amyar) _ @ty
d, 4T, T, 17 (A

diizenlemeleri yapilirsa,

elde edilir.

Teorem 9 G baglantili graph ve S, , P(G)’ nin spektral yarigap: olsun. Bu taktirde,
T = Z{dj D~ j} olmak tizere

j
,@Smax{]}:lgiSn} (6)

elde edilir. Esitlik G graphinin regiiler olmasi durumunda saglanir.

Ispat. P(G) matrisinin (i, J ) elemant;



b = d;:egeri~j
" |0 :diger durumlarda
olarak tanimlidir. Gersgorin Teoremi’ ne goére [2] , P(G)’ nin her bir 6z degeri

R = Z‘ pi/.‘ olacak bi¢imde { p: | p- p”.| < Ri} diskinin en az birindedir. Boylece
oy
B Smax{Z{dj : i~j}}=max{ i ISiSn}
j
yazabiliriz.
Simdi esitlik durumunu gosterelim. G graph1 k —regiiler olsun. Bu taktirde,

V1<i<n i¢in
T=Y{d i~ jh=kd{t:i~j}=kd =&

j j
elde edilir. Sonug 4 den ise esitlik saglandig: goriiliir.

Teorem 10 G baglantili graph ve S, , P(G)’ nin spektral yaricap: olsun. Bu taktirde,

m.

l

T,
,@Smax{—’:léiﬁn} (7)
Burada 77, = Z{d‘/mj DI~ j} ve m,, i noktasina komsu noktalarin derecelerinin
j

ortalamasidir. Esitlik i¢in gerek ve yeter kosul G graphinin regiiler bir graph olmasidir.

Ispat. M(G) kosegen elemanlart m, den olusan bir kdsegen matris olmak iizere
M(G)' P(G)M (G) matrisinin (z’, j) nci elemant
d.m,

J J
m.

1

ceger i~ j

0 : digerdurumlarda
bi¢imindedir.
M (G)™' P(G)M (G) matrisinin satirlarina Gersgorin Teoremi uygulanirsa,

d.m.
ﬂISmax{Z{ i : i~j}:1£i£n}
J m;

=max<—~-:1<i<n
m.

1

elde ederiz.
Simdi G k-regiiler bir graph olsun. O halde Vi i¢in d, = k£ dir.Bu taktirde,

m,.=dii;{dj: i~j}=%2{k: i~jh=k

Ve



1T,
oldugundan —* = k? elde edilir. Yine Sonug¢4 kullanilirsa esitlik goriiliir.
m,

1

Teorem 11 G graph1 »n noktali ve m kenarli baglantili bir graph olsun. g, P(G)

matrisinin spektral yarigap: ve m,, i noktasina komsu noktalarin derecelerinin ortalamasi

@S{\/m(zm +n—2jm[:13i£n} (8)
n-—1

ispat. D(G) elemanlari noktalarin derecelerinden olusan bir kosegen matris olmak iizere,
D(G)™' P(G)D(G) matrisini diisiinelim. D(G)™' P(G)D(G) matrisinin (i, j) elemamn

olmak tlizere

dir.

d’

—Leger i~ j
di

0 :dd.

bi¢iminde olur.

B, , P(G) nin spektral yarigapt ve X = (xl,xz,...,xn)r, B, e gore bir 6z vektorii alalm. x,

6z bileseni 1 (x, =1) ve her k igin x, <1 olsun. X =(x,,x,,...,x, )T 0z vektoril i¢in
D(G) ' P(G)D(G)X = B X ©)

yazabiliriz.
(9) ifadesini i i¢in yazarsak ;

d?
ﬂ]xi = Z{jx‘/ i~ J}

d:
= B =Z{jxj i~]} (10)

elde ederiz. Yine (9) ifadesini j i¢in yazarsak ;

2
/zxj=2{%k~j} (1)
2
elde ederiz. (11)’ in her iki tarafim 7’ ile ¢arpip , i ~ j olacak bicimde ; iizerinden her
iki yaninda toplami alinirsa,
d,
Vi =Z{j2{d:x" k~j}:i~j}

J ik
olur.
Her £ i¢in x, <1 oldugundan,

ﬂfSZ{%Zk:{dkz k~j}:i~j} (12)



yazilabilir. Diger taraftan Caen Esitsizligi [3] kullanilirsa,

n-a)i-)

d, (2m
ﬁZSZ{—’m(
LT d 1

n—

ve buradan ise

bulunur.

Sonu¢ 12 G grapht »n noktali ve m kenarli baglantili bir graph olsun. B, P(G)
matrisinin spektral yarigap: ve m;,, i noktasina komsu noktalarin derecelerinin ortalamasi

olmak tiizere, m = min{m,. 1<i< n} alalim. Bu taktirde,

ﬂlswm(zml+n_zjm;1sl-gn} (13)
-

Ispat Teorem 9 da 1<i<n olmak iizere Vm, igin (8) deki smir saglandigindan ve

dir.
m = min{mi 1<i< n} € {ml, my,..., mn} oldugundan ispat1 gormek kolaydir.

Teorem 13 G baglantili graph ve S, P(G)’ nin spektral yaricap1 olsun. Bu taktirde,

ﬂISmax{\/;Zk:{{dkdj:k~j}:i~j}} (14)

dir.

Ispat. B 6z degeri, P(G) nin spektral yarigap: ve X = (x,,xz,...,xn )T, B’ e gore bir 0z
vektorii alalim.

Bu 6z vektorii , bir 6z bileseni 1° e esit( x, =1), diger 6z bilesenleri de 1’e esit veya 1
den kiiglik kabul edebiliriz. Yani x, =1 ve biitiin £’ lar i¢in x, <1 alabiliriz. P(G) matrisi
1¢in

P(G)X =pX (15)
yazariz. (15)’ un i. esitliginden ,

Bx, = Z{djxj i~j}

J



= 5 =Z{d1x«/ iNj} (16)

J
j . esitliginden ise ,
ﬂlxj =Z{dkxk k~j} (17)
k
elde ederiz. (17)” nin her iki tarafini d; ile ¢arpip , i~ j olacak bicimde ; iizerinden

toplam alinirsa,
5 = Z{Z{djdkxk k~j}i~ j}
j k
elde ederiz.
Her k i¢in x, <1 oldugundan,

B < Z{Z{djdkxk k~j}ii~ j}

k

= ﬂls\/zzk:{djdkk~j}

yazabiliriz.

Ornek 14 Noktalari V, = {1,2, 3,4, 5} kiimesi, kenarlar1
E ={{L2}.{13}.{2.5}.{2.4} .{2.3}.{3.4}.{3.5}.{4.5}}  kiimesinden  olusan  bir
G =(V.E) graphmi ve ¥, ={12,3,4}, E, ={{12}.{L4}.{2,4}.{2.3}.{3.4]}} olmak
iizere G, =(V,,E,) graphin alalim.

Bu graphlar i¢in , B,(P(G,))=11,24 ve B,(P(G,))=6,62 6z degerleri iki ondalikl1 olarak

verilsin. Yukarida verilen graphlarin en biiylik 6z degerleri i¢in (spektral yarigap1) sinirlar
asagidaki sonucta verilmistir:

© 0 (13 14

G, 12 14 129 11,4

G, 7 814 78 67

Sonug: Biz simdiye kadar P(G) = A(G)D(G) matrisini olusturarak, bu matrisin en biiyiik
0z degeri igin simurlar bulduk. Bunun yami swra  P'(G)=D(G)A(G) matrisini de

olusturabiliriz. Kolaylikla goriilecektir ki (P(G))T = P'(G). Gergekten ,
(P(G))" = (AG)D(G))" = D(G) A(G)" = D(G)A(G) = P'(G)



bulunur. Matris Teorisi’nden bir matrisin 6z degerleri ayn1 zamanda transpozunun da 6z
degerleri olacagindan verilen siirlar P'(G) igin de gegerli olacaktir.
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