21.

Ulusal Matematik Sempozyumu Bildiriler Kitab 1 F.1-9

1

Afin Harmonik Dontigtimler

Fatma Muazzez Simsir
TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi
Sogiitozii Caddesi No:43
Ankara

msimsir@etu.edu.tr

September 15, 2008

Girig

Bu caligmanin amaci, harmonik déniigiimlerin Riemann,Kahler, Hermitiyen ge-
ometrileri ve 6zellikle de Afin geometrideki roliinii tasvir etmektir.

Harmonik doniigiim kavrami ilk olarak Bochner tarafindan geligtirildi, [5].

Hedef manifoldun egriliginin pozitif olmamasi1 varsayimi ve Bochner tipi
bir formiil ve kullanigh bir diferensiyel esitsizlik ileriki yillarda Al’ber ve
Eels-Sampson’nun [1], [2] ve [8] bazi varlik sonuglar1 elde etmesine yardimer
oldu.

Dahasi Al'ber, [2] tekligi de ispatladi ve harmonik déntigiimlerin egriligi
pozitif olmayan manifoldlarin topolojisi hakkinda nasil bilgi verebilecegine
dair ilk fikirleri ortaya atti. Preismann teoremini harmonik doéniigiim
Ozdegliginden ilk olarak elde eden de Al’ber’dir.

Hartman, [12] teklik sonuglarini sinir1 olan manifoldlar igin elde etti.

Benzeri sonuglar Hamilton [15] tarafindan parabolik yéntemler kullamlarak
elde edildi.

Harmonik doniigtimler teorisinde eliptik yontemler ilk olarak Hildebrant,
Kaul ve Widman, [13], [14] tarafindan kullanildu.

Egriligi pozitif olmayan kompakt manifoldlarin esas gruplarina dair Preiss-
mann teoreminin genigletilmesi olarak goriilebilecek bagka kisitlamalar
Yau, [30], Gromoll ve Wolf, [11], Lawson ve Yau, [31] tarafindan bulundu.
Bu konuya iligkin harmonik déniigiim yaklagimi [20]’de mevcuttur.

Son olarak, harmonik doniigiim teorisinin metrik uzaylara genellemesi Jost
[21] tarafindan yapildi. Harmonik doniigiimlerin siiper-katilik sonuglarina
uygulamalar1 [22], [23], [24]’te bulunabir.
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e Ayrica, Siu [28] Kéahler manifoldlar: arasindaki harmonik déniigiimler i¢in
Bochner tipinde bir 6zdeslik elde etmigtir.

e Sampson [27] Kédhler manifoldlarindan Riemann manifoldlarina olan har-
monik doniigimler i¢in ayr1 bir 6zdeslik bulmusgtur.

e Harmonik déniigiimler teorisinin en genel sonuglar1 Jost ve Yau, [25], Mok,
Siu ve Yeung, [29] tarafindan elde edilmigtir.

2 Riemannian manifoldlarinin harmonik doniisiimleri

M ve N Riemannian manifoldlari, f : M — N diizgiin bir génderim olsun.
Bu durumda df diferensiyeli T*M ® f*(TN) demetinin bir arakesitidir. Bu
demetteki kovaryant tiirevi V ile gosterecek olursak,

T(f):=112Vdf =0 (1)

esitligini saglayan f : M —— N gonderimlerine harmonik denir. Bu esitlik
yerel koordinat sisteminde de yazilabilir. M ve N manifoldlarinin boyutlarim
swrastyla m ve n ile gosterelim. (g;;)i j=1,....,m M manifoldunun metrik tensord,
() = (9i5) ", g = det (gij) ve (hap)a,p=1,...n N manifoldunun metrik tensorii
ise
i=1,..,nign (1),
I - 0 i 0 P afe ofs
ﬁz_l(axi(\/ggj@fv)—i_g] Z_ Flﬁ ot %):0 (2)
1,j= a,B=1

esitligine denktir. Bu durumda, ana terimi M ’nin Laplace-Beltrami operatori
olan dogrusal olmayan, eliptik bir kismi diferensiyel denklemler sistemi elde

edilir. Burada dogrusalligi N'nin geometrisi bozmaktadir.
Herhangi bir f gonderiminin enerjisinin

[ P= 3 Y st ) S O )

3,7=1 af=1

olmak tizere )
E(f) = 3 /M | df |? dvol(M), (4)

integrali ile tanimlandigini hatirlayalim. M ’nin kompakt olmasi halinde, her
diizgiin f gonderiminin sonlu enerjisi olacagy i¢in harmonik déniigtimler enerji
fonksiyoneli E’nin diizgiin kritik noktalaridir. Ornegin,

e dim(M) =1 ise , N manifoldunun jeodezik egrileri harmoniktir.
e N = R ise, harmonik doniigiimler M’de tanimh harmonik fonksiyonlardir.

e M manifoldu N'nin minimum hacimli bir Riemann alt manifoldu ise, 7 :
M — N kapsama gonderimi harmoniktir.



3 Kahler manifoldlarinin harmonik donusiimleri

m = dimcM igin, M manifoldunun Kahler metrigini yerel koordinatlarda (gij)i, j=1
seklinde gosterelim. Bu durumda, Laplace-Beltrami operatorii

m 2

Ay = K
M Z_: g 02°029
1,7=1
seklinde yazilabilir. Dolayisiyla,
a=1,.,n igin (2)
> I+ > 1,200 )
Py 02'021" o= B9zt 9z

seklinde ifade edilir.
a=1,..,nveherij=1,.,micin

0% fv - af* ofs
_ T -
8ziazj) + Z B9zt 9

a,f=1

7 (( )=0 (6)

ifadesini saglayan f : M — N gonderimlerine pluriharmonik denir. Her pluri-
harmonik gonderimin harmonik oldugu agikardir.

N’nin de bir Kahler manifoldu oldugunu varsayarsak ve n = dimcN ise har-
monik doniigiim denkleminin (5) ile ayn1 formda oldugu goriiliir. Bu durumda
N’nin koordinatlar1 kompleks koordinatlardir. Benzer sekilde, (6)’da kompleks
koordinatlarda yazildiginda aymi gekilde ifade edilmektedir. (6)’dan Kéhler man-
ifoldlar1 arasindaki holomorfik génderimlerin pluriharmonik ve dolayisiyla da
harmonik oldugunu sonucunu gikaririz. Holomorfik gonderimler kompleks yapi
ile tarif edildiginden bu gikarim bize Kéahler manifoldlarinin taniminin geregi
olan kompleks ve Riemann yapilarin uyumlulugunu gosterir.

4 Hermitiyen manifoldlarin harmonik donusiimleri

M bir kompleks manifold, (g;;) bu manifold iizerinde bir Hermitiyen metrik,
(N, hag) bir Riemann manifoldu olsun. N'nin Christoffel sembollerini I"? g ile
gosterelim. Bu boéliimden itibaren ifadeleri kolaylagtirmak amaciyla Einstein’in
toplama kural kullanilmistir. f : M — N harmonik déniigimi

10 -0fY 10, -0f.
— v _ ] LV

D2
esitligini saglamalidir.

af* ofs B .
azi g = 0, 1= 17...7n (7)

(7)’nin bir dezavantaji, M Kahler olmadikga, bir holomorfik génderimin har-
monik olmamasidir. Bu nedenle,(7) yerine
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i _ L) =0, i=1,..
g (8,21824 af 821 82-7) 07 ? ) y (8)

B=1

denklemini kullanacagiz. (7) ve (8) numarali denklemlerin M manifoldunun
Kahler olmasi durumunda denk olduklar agikardir.

(7) ile (8) arasindaki fark, konneksiyon Levi-Civita olmadigi durumlarda bir

manifold lizerindeki jeodezikleri iki degisik sekilde tanimlamaya benzer. Jeodezik-
leri metrik olarak tamimlayabilecegimiz gibi (yani, uzunluk veya enerji inte-

gralinin kritik noktalar1 olarak), konneksiyonun kendi kendine paralel olmasiyla

da tamimlayabiiriz. Hermitiyen ve Kéhler olmayan bir manifoldta, kanonik kom-

pleks konneksiyon metrikle uyumlu olmadigindan (7) ile jeodeziklerin metrik

olarak tamimlanmasi birbirine benzerdir. Aym gekilde, (8) ile jeodeziklerin ik-

inci gekilde tammlanmasi arasinda benzerlik kurulabilir. (8)’nin g¢oziimlerine

Hermitiyen harmonik diyecegiz.

5 Afin manifoldlarin harmonik doniisiimleri

Koordinat doniigiimlerinin afin oldugu koordinat haritalariyla ortiilebilen mani-
foldlara afin manifold denir. Bu durumda afin manifold bir diiz afin konneksiyon
tagir. Calismanin bu kism, TUBITAK 2219 Yurtdisi Doktora Sonras1 Arastirma
Bursu ve Max Planck Institute of Mathematics in the Sciences’in katkilariyla J.
Jost’la ortak yiiriitiilmiigtiir.

5.1 Kahler afin yapilar

Eger M manifoldu o
gijdztdz’ (9)

seklinde tamimlanan bir iki-tensor tasiyorsa M’ye Kahler afin denilir. F bir
konveks fonksiyon olmak iizere, (9) yerel koordinatlarda

L 0’F
A e
seklinde yazilir. Dolayisiyla, g bir Riemann metrigidir. Genelde, g’nin Levi-
Civita konneksiyonu diiz degildir yani M’deki diiz afin konneksiyondan farkhidir.
Buradaki 6nemli nokta, ¢’yi tanimalayan

(10)

0’F
oxtdxI
ifadenin afin doniisiimler altinda degismez kalmasidir. g’den diiz afin konnek-
siyonu asagidaki gibi elde edebiliriz.

dz*dx? (11)

0 _ g 9 9
Lo = <vaiz‘ Oxd’ 8:17k> (12)
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ri -l 5 000 F (13)

ijk ijk
(13)’ten,
i) = %aiajakF (14)
esitligini elde ederiz. Dahasi,
T8 = 50— )00, F. (15)

esitligi i ve j icin simetrik oldugundan, V(® konneksiyonunun burulmas: sifirdir.

Fgfk) + Fggka) = 21“5?,)c oldugundan, biitiin V, W, Z vektor alanlar icin V(@) ve

V(=% birbirlerine,
ZWV,W) = (VOV, W) + (V.Y W) (16)

manasinda dualdirler. I’Ejll)c = 0 6zel durumunda, V) bir diiz yap1 tanimlar ve
x koordinatlar1 V(1) icin afin koordinatlardar.

O halde, V() konneksiyonuna dual olan konneksiyon V(~1’dir ve & koordinat-
larina gore Christoffel sembolleri

&0 = 0,0;0,F

ijk
seklindedir. Buradan dual afin koodinatlar: agagidaki gibi elde ederiz.
£ = 0;F, (17)

ve

Karsilik gelen yerel potansiyel bir Legendre dontisiimii yardimiyla

B(€) = max(z'6s — F(x), Fla)+®(€)—x-£=0, (19)
2l = 0ID(E), ¢ = 02 _ igy o(¢). (20)
’ 9

seklinde elde edilir.

Sonug olarak, bir Kéhler afin yapidan bir dual diiz yapi, yani, bir ¢ Riemannian
metrigi ve bu metrige gore birbirlerine dual olan iki diiz konneksiyon V ve V*1
elde ederiz. Dual diiz yapilar ilk olarak informasyon geometrisinin temelini
olugturmak iizere Chensov [7] ve Amari [3, 9] tarafindan geligtirildi. Tersine,
dual diiz yapilar verildiginde bir yerel potansiyel fonksiyonu, yani bir Kéhler
afin yap: elde edebiliriz [16], [6].



5.2 Afin harmonik doniisiimler

Kahler afin yapiy1 kullanarak bir diferensiyel operator tanimlayabiliriz.

o2
L= K _— 21
9 g (21)
Bu operator afin olarak degigmezdir.
Lf=0 (22)

sartini saglayan bir f : M — R fonksiyonuna afin harmonik denir. Genel olarak
N iizererindeki metrik 7,4 olan ve Christoffel sembolleri I'Gs ile gosterilen bir
Riemann manifoldu ise N'nin yerel koordinatlarinda

i 0 o 07 0f°
g ( 3 i Fﬂ& i 7) =

0x*0xI ox* O0xJ
denklemini saglayan bir f : M — N gonderimine afin harmonik doniigiim denir.

Dile T*M ® f~'TN demetindeki konneksiyonu gésterirsek, bu denklemi daha
degigmez olarak

(23)

9" Dif; =0 (24)

seklinde yazabiliriz.

(23) yari-dogrusal eliptik kismi diferensiyel denklemler sistemidir ve divergens
formunda olmayip varyasyonel yontemlerin uygulanmasi olanaksizdir. Jost ve
Yau'nun [17] yontemi bir f : M x [0,00) — N fonksiyonu ve f(z,0) = g(x)
baglangic degeri icin karsilik gelen

afa 4 a2fa ra 8f,8 6f5
e |

— - 25
ox'0xI P i Qi (25)
parabolik denkleminin varlik teoremlerini caligmay1 gerektirir. N manifoldunun
egriliginin pozitif olmadigli durumlarda ¢oziimiin her 0 < ¢t < oo i¢in varlig
ve (23)’lin bir ¢ozlimiine yakinsadig gosterilmistir. Hedef manifoldun egriligin
pozitif olmamasi gerektigine dair asagidaki érnegi verebiliriz.

m,n € Z icin R?’nin asagidaki afin déniigiimlerini gézoniine alalim:

1
(@,y) = (z+ny+m+5n%y+n) (26)
R?*nin Z @ Zmin bu etkisine boliimii bir kompakt afin M manifoldudur, [10].
Dolaysiyla,
1

§:R2_>R1v(z7y)'_>$_§y2 (27)

gonderimi (m,n) — m homomorfizmasima gore egdegigmezdir yani g(x + ny +
m+ in?,y+n) = §(z,y) + m ifadesi saglanir ve S' = R!/Z i¢in



g: M — S! (28)

gonderimi elde edilir.

R? iizerindeki baslangic degeri ¢(x,,0) = §(x,y) olan

¢
T A 29
PN (29)
181 akisini gézoniine alirsak,
(29)’un ¢éziiminiin
1
¢(x7y7t) =T - 5?»/2 —t (30)

oldugunu goriiriiz. Bu ¢oziim her ¢ > 0 icin egdegismezdir ve t — oo igin ¢ozliim
bir harmonik fonksiyona yakinsamamaktadir. Laplace operatorii Z @ Z’nin R?
iizerindeki etkisi altinda degigmez olmadigindan, bu o6rnek bizim inceledigimiz
durumla tam olarak ayni olmamakla beraber ¢oziim egdegismez kaldigindan bu
sorun 6nemli degildir. Degismez metrik agagida verilmistir.

|1y
9ij (2, y) = [ g 2+l ] (31)
Bu metrik Kahler afin degildir.
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