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Özet

7-Boyutlu G2 yapısına sahip bir Riemann manifoldu üzerin-

deki ϕ temel 3-formu, sabit bir λ sayısı için dϕ = −8λ(∗ϕ)

eşitliğini sağlıyorsa (hemen hemen paralel G2 yapısına sahip man-

ifold) bu manifoldun tanjant demeti üzerinde, torsiyon tensörü

tamamen anti-simetrik ve torsiyonu sıfırdan farklı bir tek ko-

varyant türev vardır. Bu çalışmada torsiyonu sıfırdan farklı bir

kovaryant türev kullanılarak, spinc
spinor demeti üzerinde elde

edilen kovaryant türevin bazı özellikleri incelenmiş, bu kovaryant

türeve karşılık gelen Dirac operatörü açık olarak ifade edilmiş ve

self adjointliği incelenmiştir.

1 Giriş

Bu çalışmada 7-boyutlu hemen hemen paralel G2 yapısına sahip bir
M Riemann manifoldunun tanjant demeti üzerindeki metrik uyumlu,
torsiyonu sıfırdan farklı bir kovaryant türev kullanılarak spinc spinor
demeti üzerinde ikinci bir kovaryant türev yazılmış ve özellikleri ince-
lenmiştir. Spinor demeti üzerindeki bu kovaryant türev kullanılarak
Dirac operatörü ifade edilmiş ve self adjointliği incelenmiştir.
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7-boyutlu bir Riemann manifoldunun G2 yapıya sahip olması man-
ifoldun yapı grubunun G2 Lie grubuna indirgenmesi demektir. Yapı
grubunun G2 Lie grubuna indirgenebilmesi ise manifoldun tanjant demeti
üzerinde non-dejenere bir ϕ 3-formunun varlığına denktir. Bu 3-forma
genellikle temel 3-form denir ([4, 2]).

M7 Riemann manifoldu üzerinde uygun bir λ �= 0 sabiti için dϕ =
−8λ(∗ϕ) eşitliğini sağlayan bir ϕ 3-formu varsa bu 3-forma M üzerinde
hemen hemen paralel bir G2 yapısı denir. Böyle bir ϕ 3-formunun varlığı
M üzerinde bir spin yapının ve uygun bir λ skaleri için ”∀X ∈ TM için
∇Xψ = λX.ψ” koşulunu sağlayan adına Killing spinor denilen bir ψ
spinorunun olmasına denktir ([1]). Burada X.ψ ile X vektör alanı ile ψ
spinorunun Clifford çarpımı gösterilmektedir. Hemen hemen paralel G2

yapıları Fernandez ve Gray’ in sınıflandırmasına göre W1 sınıfına eşittir
([2]).

G2 Grubu

Oktonyonların otomorfizm grubu olan G2 2-katlı vektör çarpımı kul-
lanılarak ta tanımlanabilir. Ayrıca çalışmanın bundan sonrasında da
kullanılacak olan 2-katlı vektör çarpımı kavramı şu şekilde tanımlıdır:

Tanım 1 V , R üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı ve �. , .� da V
üzerinde non-dejenere bir iç çarpım olsun. ∀ x, y ∈ V için,

1) �P (x, y), x� = �P (x, y), y� = 0

2) �P (x, y), P (x, y)� = �x, x� �y, y� − �x, y�2

koşullarını sağlayan bilineer P : V × V −→ V dönüşümüne 2−katlı bir
vektör çarpımı denir.

V , sonlu boyutlu reel bir vektör uzayı ve �. , .� de V üzerinde non-
dejenere bir iç çarpım olsun. V üzerinde tanımlı 2-katlı bir vektör
çarpımı varsa vektör uzayının boyutu 3 yada 7 dir([4, 7, 8]).

2-katlı vektör çarpımı kullanılarak V vektör uzayı üzerinde temel
3-form denilen ϕ 3-formu

ϕ(X, Y, Z) := g(P (X,Y ), Z)
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şeklinde tanımlıdır.
{e1, . . . , e7} R7’nin ortonormal bir tabanı olmak üzere, R7 de ver-

ilen taban elemanlarının 2-katlı bir vektör çarpımı aşağıdaki tabloda
verilmiştir([2]):

P e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 e4 e7 −e2 e6 −e5 −e3

e2 −e4 0 e5 e1 −e3 e7 −e6

e3 −e7 −e5 0 e6 e2 −e4 e1

e4 e2 −e1 −e6 0 e7 e3 −e5

e5 −e6 e3 −e2 −e7 0 e1 e4

e6 e5 −e7 e4 −e3 −e1 0 e2

e7 e3 e6 −e1 e5 −e4 −e2 0

R7
’nin taban elemanlarının 2-katlı vektör çarpımı

Oktonyonların otomorfizm grubu olan G2 grubu kompakt, bağlantılı
ve basit bağlantılı bir Lie grubudur ([4, 2]). Bryant tarafından da G2

nin GL(7, R) grubunun 2-katlı vektör çarpımını koruyan elemanlarından
oluşan bir alt grubu olduğu gösterilmiştir ([4]).

Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu üzerindeki bir ∇ kovaryant
türevinin torsiyonu

T (X,Y ) := ∇XY −∇Y X − [X, Y ]

olmak üzere torsiyon tensörü

�T (X, Y, Z) := g(T (X, Y ), Z)

şeklindedir. Friedrich ve Ivanov [3]’deki çalışmalarında, hemen hemen
paralel G2 yapısına sahip bir M7 Riemann manifoldu için aşağıdaki
teoremi ispatlamışlardı:

Teorem 2 (M7, g, ϕ) hemen hemen paralel G2 yapısına sahip bir ma-
nifold ise
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1. ∇ϕ = 0

2. �T bir 3-formdur.

koşullarını sağlayan bir tek ∇ kovaryant türevi vardır ve �T = 1
6g(dϕ, ∗ϕ)ϕ

formundadır.

M7 Riemann manifoldu hemen hemen paralel G2 yapısına sahip
olduğundan, her x ∈ M noktasındaki TxM tanjant uzayı üzerindeki
2-katlı vektör çarpımı Γ(TM) üzerine C∞ olarak genişletilebilir.

P , M manifoldu üzerindeki 2-katlı vektör çarpımını göstermek üzere
ϕ(X, Y, Z) = g(P (X, Y ), Z) olduğundan ([2, 4]), ∇g Levi-Civita ko-
varyant türevini göstermek üzere hemen hemen paralel G2 yapısına
sahip M7 manifoldu üzerindeki tek türlü belirli kovaryant türev

∇XY = ∇g
XY +

1

12
g(dϕ, ∗ϕ)P (X,Y )

şeklindedir. M manifoldu G2 yapısına sahip olduğundan, herhangi bir
U ⊂ M açığı üzerinde ∀m ∈ U için, Ei(m) ve Ej(m) vektörlerinin
2-katlı vektör çarpımı yukarıdaki tabloyla uyumlu olacak şekilde bir
{E1, . . . , E7} lokal çatısı seçilebilir. Lokal çatı bu şekilde seçilirse

∇EiEj = ∇g
Ei

Ej +
1

12
g(dϕ, ∗ϕ)P (Ei, Ej)

olur. Christoffel sembolleri kullanıldığında

∇g
Ei

Ej =
7�

k=1

Γk
ijEk

ve
P (Ei, Ej) = El

olmak üzere

δl
ij =

�
1, P (Ei, Ej) = El ise
0, P (Ei, Ej) �= El ise

olarak tanımlanırsa

P (Ei, Ej) =
7�

l=1

δl
ijEl
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şeklinde yazılabilir. Bu durumda

∇EiEj =
7�

k=1

Γk
ijEk +

1

12
g(dϕ, ∗ϕ)

7�

l=1

δl
ijEl

olur.

ξk
ij = Γk

ij +
1

12
g(dϕ, ∗ϕ)δk

ij

denildiğinde

∇EiEj =
7�

k=1

ξk
ijEk

şeklinde ifade edilebilir.

2 Spinor Demeti Üzerindeki Kovaryant

Türev

G2 yapısına sahip bir M7 Riemann manifold bir spin manifolddur([5]).
Her spin manifold bir spinc manifold olduğundan M7 üzerinde bir kom-
pleks spinor demeti

S = PSpinc(7) ×κ C8

inşaa edilebilir. Burada κ, kompleks Clifford cebri Cl7 nin represen-
tasyonunun Spinc(7) ye kısıtlanmışı olan κ : Spinc(7) → Aut(C8) rep-
resentasyonudur. M7 manifoldu üzerinde yukarıda belirtilen torsiyonu
sıfır olmayan ∇ kovaryant türevi kullanılarak spinor demet üzerindeki
kovaryant türev yazılabilir. {E1, ..., E7}, bir Uα açığı üzerinde vektör
alanlarının ortonormal çatısı bir önceki bölümde olduğu gibi seçilsin.
V , M7 manifoldu üzerinde bir vektör alanı olmak üzere kompleks spinor
demeti üzerindeki kovaryant türev, aşağıdaki şekildedir ([6]):

∇A
V ψ = dψ(V )− 1

2

�

i<j

(Aα(V ))ijκ(eiej)ψ +
1

2
A(V )ψ.
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Burada A, Uα açığı üzerinde iR-değerli bir 1-form, Aα ise yine aynı açık
üzerinde so(7)-değerli bir 1-formdur (gauge potansiyel). Ek elemanı
dikkate alındığında

(Aα(Ek))ij = ξi
kj

olur. Spinor demeti üzerindeki Levi-Civita kovaryant türevinden elde
edilen Ek yönündeki kovaryant türev

∇A,g
Ek

= dψ(Ek)−
1

2

�

i<j

Γi
kjκ(eiej)ψ +

1

2
A(Ek)ψ

olmak üzere

∇A
Ek

ψ = ∇A,g
Ek

ψ − 1

24

�

i<j

g(dϕ, ∗ϕ)δi
kjκ(eiej)ψ

şeklindedir.
(, ) ile S spinor demeti üzerindeki Hermityen iç çarpım gösterilmek

üzere, spinor demeti üzerinde tanımlı ∇A kovaryant türevinin sağladığı
özellikler aşağıdaki önermelerde verilmektedir.

Yardmcı Teorem 3 Her X,Y ∈ Γ(TM) ve ψ ∈ Γ(S) için

∇A
Y (X.ψ) = X.(∇A

Y ψ) + (∇Y X).ψ

eşitliği sağlanır.

İspat. Ek vektör alanı için

∇A
Ek

(X.ψ) = ∇A,g
Ek

(X.ψ)− 1
24

�

i<j

g(dϕ, ∗ϕ)δi
kjκ(eiej)(X.ψ)

= X.
�
∇A,g

Ek
ψ

�
+

�
∇g

Ek
X

�
.ψ

− 1
24

�

i<j

g(dϕ, ∗ϕ)δi
kjκ(eiej)(X.ψ),
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X.
�
∇A

Ek
ψ

�
+ (∇Ek

X) .ψ =

X.
�
∇A,g

Ek
ψ

�
+

�
∇g

Ek
X

�
.ψ

− 1

24
g(dϕ, ∗ϕ)

�
�

i<j

δi
kjX. (κ(EiEj)ψ)− 2P (Ek, X).ψ

�
.

Bu eşitliklerden

− 1

24
g(dϕ, ∗ϕ)

�
�

i<j

δi
kjX. (κ(EiEj)ψ)− 2P (Ek, X).ψ

�

= − 1

24

�

i<j

g(dϕ, ∗ϕ)δi
kjκ(eiej)(X.ψ)

olduğundan

∇A
Ek

(X.ψ) = X.(∇A
Ek

ψ) + (∇Ek
X).ψ

eşitliği sağlanır. Kovaryant türevin ∇fY ψ = f∇Y ψ özelliğinden, her-
hangi bir Y ∈ Γ(TM) içinde eşitliğin sağlandığı açıktır.

Yardmcı Teorem 4 Herhangi ψ1,ψ2 ∈ Γ(S) spinorları ve herhangi
bir X vektör alanı için

X(ψ1,ψ2) = (∇A
Xψ1,ψ2) + (ψ1,∇A

Xψ2)

koşulu sağlanır.

İspat. İspatın herhangi bir Ek taban elemanı için yapılması yeter-
lidir.

(∇A
Ek

ψ1,ψ2) + (ψ1,∇A
Ek

ψ2) =

(∇A,g
Ek

ψ1,ψ2) + (ψ1,∇A,g
Ek

ψ2)

− 1

24
g(dϕ, ∗ϕ)

�

i<j

δi
kj {(κ(EiEj)ψ1,ψ2))) + (ψ1,κ(EiEj)ψ2)}
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eşitliğindeki aşağıdaki ifade

(κ(EiEj)ψ1,ψ2))) + (ψ1,κ(EiEj)ψ2) = 2δij(ψ1,ψ2)

olduğundan ve eşitlikte toplam i < j üzerinden alındığından

(∇A
Ek

ψ1,ψ2) + (ψ1,∇A
Ek

ψ2) = (∇A,g
Ek

ψ1,ψ2) + (ψ1,∇A,g
Ek

ψ2)

bulunur.
(∇A,g

Ek
ψ1,ψ2) + (ψ1,∇A,g

Ek
ψ2) = Ek(ψ1,ψ2)

olduğundan istenen sağlanmış olur.

3 Spinor Demeti Üzerinde Dirac Operatörü

Hemen hemen paralel G2 yapıya sahip bir M7 Riemann manifoldu üze-
rindeki spinc spinor demeti S ve M7 manifoldunun tanjant demeti T ,
kotanjant demeti T ∗ olmak üzere

µ : Γ(T ⊗ S) → Γ(S), µ(V ⊗ ψ) := V.ψ

Clifford çarpımını belirtmek üzere Dirac operatörü

DA := µ ◦ ∇A : Γ(S) → Γ(T ∗ ⊗ S) ∼= Γ(T ⊗ S) → Γ(S)

şeklinde tanımlıdır. Dirac operatörü M manifoldunun herhangi bir U
açığı üzerindeki vektör alanlarının ortonormal bir {E1, ..., E7} çatısına
göre yazıldığında aşağıdaki gibidir ([5, 6]):

DAψ =
n�

i=1

Ei.∇A
Ei

ψ

Dirac operatörünün tanımındaki ∇A
Ei

kovaryant türev, M üzerindeki
torsiyonu sıfırdan farklı olan kovaryant türev kullanılarak yazıldığında
Dirac operatörü aşağıdaki şekli alır:

DAψ = Dg
Aψ +

1

8
g(dϕ, ∗ϕ)κ(ϕ)ψ
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Burada Dg
A ile Levi-Civitadan kovaryant türevinden elde edilen Dirac

operatörü gösterilmektedir.
Dirac operatörünün self-adjointliği ise aşağıdaki önermede incelenmiştir.

Önerme 5 Herhangi ψ1,ψ2 ∈ Γ(S) elemanları kompakt supporta sahipse

�

M7

(DAψ1,ψ2) =

�

M7

(ψ1, DAψ2)

eşitliği sağlanır.

İspat.

(DAψ1,ψ2) =

�
7�

k=1

Ek.∇A
Ek

ψ1,ψ2

�

=
7�

k=1

�
Ek.∇A

Ek
ψ1,ψ2

�

= −
7�

k=1

�
∇A

Ek
ψ1, Ek.ψ2

�

= −
7�

k=1

�
Ek (ψ1, Ek.ψ2)−

�
ψ1, Ek.

�
∇A

Ek
ψ2

��
− (ψ1, (∇Ek

Ek) .ψ2)
�

=

�
ψ1,

7�

k=1

Ek.
�
∇A

Ek
ψ2

�
�

+

�
ψ1,

7�

k=1

(∇Ek
Ek) .ψ2

�

−
7�

k=1

Ek (ψ1, Ek.ψ2)

Herhangi bir X vektör alanı için X → Mψ1,ψ2 := (ψ1, X.ψ2) şeklinde
tanımlanan 1-form dikkate alındığında bu 1-formun diverjansı

δMψ1,ψ2 =

�
ψ1,

7�

k=1

(∇Ek
Ek) .ψ2

�
−

7�

k=1

Ek (ψ1, Ek.ψ2)
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olur. Böylece

(DAψ1,ψ2) = (ψ1, DAψ2) + δMψ1,ψ2

elde edilir. Diverjans teoreminden
�

M7

δMψ1,ψ2 = 0

olduğundan istenen eşitlik sağlanır.
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