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ABSTRACT 

In this study, solution of second-order differential equations with nonlocal and intermediate-point 

conditions is investigated. A new Green�’s functional notion is given for these problems. Some examples are 

given by use of this notion. Also, for such problems, numerical solution is investigated. 

 

 

ÖZET  

Bu çal mada, yerel-olmayan ve ara-nokta ko ullar ile verilmi  ikindici mertebeden diferansiyel 

denklemlerin çözümü incelendi. Böyle bir problem için Green fonksiyoneli kavram verildi. Bu kavram 

kullanlarak baz örnekler verildi. Böyle problemler için saysal çözüm yolu incelendi. 

Anahtar sözcükler: Green fonksiyonel ara nokta ko ulu, yerel olmayan ko ul, e  problem. 

AMS (2000) konu snflandrmas: 34A30, 34B05, 34B10, 45J05. 

 

 

1. Giri   

Temel çözümlerin bulunmas problemi diferansiyel denklemler teorisinde önemli bir 

yere sahiptir. ncelenen denklemin de i ken katsaylara sahip olmas ya da snr 

ko ullarnn yerel olmamas gibi durumlar temel çözümün bulunmas srasnda bir takm 

zorluklar ortaya çkarr. ntegral ko ulu ile ve/veya ara-noktalarda verilen ko ullar ile 

sunulan problemin klasik ya da bilinen yöntemler ile temel çözümünün bulunmas 

mümkün de ildir. 

Bu çal mada 
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do rusal diferansiyel denklemi 
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integral ko ulu ve ara-nokta ko ulu ile birlikte alnd. Burada sras ile 1 0,z z R  ve 

2 (t), g(t) ( )pz L G keyfi fonksiyonlardr. Burada ( )pL G  ile p�’inci mertebeden G aral nda 

integre edilebilen fonksiyonlar uzay ve R ile reel saylar uzay gösterilmektedir. Böyle bir 

problemde verilen ko ullardan dolay temel çözüm bulunup problemin integral gösterimi 

elde edilemez. Bilinen yöntemler [1,2,3] ancak uygun ko ullarn verilmesi ve denklem 

katsaylarnn yeterince düzgün olmas durumunda kullanlabilir. Bilinen yöntemler ksmi 

integrasyon formülünü kullanarak e  denklem olu turma ve bu e  denklem yardm ile 

çözümün integral gösterimini elde etmeye dayanmaktadr. Elde edilen e  denklem de 

genelde bir diferansiyel denklem olmaktadr. Ele ald mz problemde verilen 

ko ullarndan bir tanesi integral tipli ko ul di eri de ara-nokta ko uludur. Bu diferansiyel 

denklem için Green fonksiyonu (temel çözüm) bulunamaz. Bu yüzden S.S. Akhiev 

[4,5,6,7] tarafndan verilmi  olan temel çözüm kavram kullanlarak çözümün integral 

gösterilimi elde edilir. Bu yöntem bilinen yöntemlerden farkl olarak yeni bir e  problem 

kavramn ve çözüm uzaynn özelliklerini kullanmaya dayaldr. Bu e  problem 

bilinenlerin aksine bir integro-cebirsel denklemler sistemi olarak elde edilir.  

Bu çal mada, ele ald mz problem ve çözüm yöntemi için bir takm örnekler 

üzerinde uygulamalar verildi. Verilen do rusal (1.1) denkleminde 2 (t)z  fonksiyonu ( , )f t u  

eklinde do rusal olmayan bir terimle de i tirilerek temel çözüm kavram aranm  olsa, o 

zaman do rusal olmayan problemin çözümü do rusal olmayan bir integral denklemin 

çözümüne indirgenebilir. Bir örnek de bu durum için sunuldu. Ayrca integral ko ulu ve 

ara-nokta ko ulu ile verilen bu problemlerin saysal olarak nasl çözülebilece i gösterildi. 

Daha sonra ise baz örnekler üzerinde temel çözüm ile elde edilen çözüm ve saysal çözüm 

kar la trld. 

Verilen (1.1)-(1.2) problemi 

2 2( ) ( ) ( ),  (0,1)V u t u t z t t G   (1.3)  
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eklinde yazlsn. Bu problem  
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eklinde tanmlanan Banach uzaynda incelenir. Bu uzayda norm 
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eklinde tanmlanr. ( )p pE L G R R  eklinde bir Banach uzay göz önüne alnsn. 

2 1 0( , , )V V V V  ve 2 1 0( ) ( ( ), , )Z t z t z z  olmak üzere : p pV W E  operatörü tanmlanr ise 

(1.3)-(1.4) problemi operatör formda  

Vu Z   (1.5) 

eklinde yazlabilir. (1.5) problemi homojen olmayan bir problemdir. V operatörü de 

pW �’den pE �’ye snrl bir operatördür. 

 

2. E  Problem ve Green Fonksiyoneli  

Operatör formda (1.5) denklemi S. S. Akhiev [4] tarafndan verilmi  olan temel çözüm 

kavramndan yararlanarak incelenir. Bu temel çözüm kavram : p pV W E  operatörünün 

gerçek : p pV E W  operatörü ile tanmlanr. E  operatörü bulmak için pW  uzaynn 

yapsal özelliklerinden faydalanlr. Bu uzaya çözüm uzay ad verilir. Bu uzayda herhangi 

bir pu W  eleman için (0),  (0)u u de erleri ve ( )u t fonksiyonu ba msz elemanlardr. 

Yani keyfi 2 ( ) ( )pz t L G  ve keyfi 0 1,  zz  saylar verildi inde bunlar için tek olan öyle 

pu W  eleman vardr ki 0 1(0) ,  (0)u z u z ve 2( ) ( )u t z t  olur. Bu ise pW  çözüm 

uzaynn ( )p pW L G R R  eklinde izomorfik bir açlma sahip oldu unu gösterir. V  e  

operatörünün açk ifadesini bulmak için 2 1 0( ( ),  ,  ) qf f t f f E  eklinde pE  üzerinde tanml 

bir fonksiyonel ele alnr ve  
1
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( ) ( )( ) ( ) ( ), pf Vu f V u t dt f V u f V u u W  (2.1) 

olu turulur. (1.3)-(1.4) problemindeki açk ifadeler (2.1)�’e yerle tirilir ve bir takm ara 

hesaplamalardan sonra 
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özde li i elde edilir. Burada  
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dir. Burada 
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olarak tanmlanr. pW  uzaynda tanml olan do rusal fonksiyonellerin genel formunda 

2 1 0( ,  ,  )  operatörünün V operatörünün e  operatörü oldu u anla lr [4,6]. 

Buradan (1.5) probleminin e  denklemi 2 1 0( ,  ,  ) W  olmak üzere  

,f   (2.4) 

eklinde operatör formunda yazlabilir. (2.4) denklemi bir cebirsel denklemlerden olu an 

sistemdir. Bu sistem açk ekilde  
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;

f f B H f
f A f
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  (2.5) 

eklinde yazlabilir. H(z) Heavside fonksiyonudur. Bu cebirsel denklem sistemi 

0 1 0A A  için tek bir çözüme sahiptir. 0  için tek çözüm yoktur. Dolaysyla e  

sistem çözülebilirlik hakknda her türlü bilgiyi vermektedir. Burada keyfi ( )pW G  

eleman yerine özel ( )( ) ( ),  pt u u t u W  fonksiyoneli alnr ise (2.4) veya açk ekli olan 

(2.5) sisteminden 
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eklinde denklem sistemi elde edilir. 0  için bu sistem 
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elde edilir. 

Tanm: E er keyfi t G  parametre de eri için (2.6) cebirsel sisteminin çözümü olan 

2 1 0( ) ( ( , ),  ( ),  ( )) qf t f t f t f t E  elemanna V operatörünün Green fonksiyoneli denir. 

Dolaysyla ele alnan problemin çözümü için a a daki teorem verilebilir. 



Teorem: E er (1.5) problemi en az bir f(t) Green fonksiyoneline sahip ise o zaman 

keyfi bir pu W  çözümü 
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2 2 1 1 0 00
( ) ( , ) ( ) ( ) ( )u t f t z d f t z f t z   (2.8) 

eklinde gösterilebilir. Üstelik 0Vu  sadece sfr çözüme sahiptir. 

spat: Yukardaki (2.2) özde li inde  pu W  fonksiyonu (1.5) denkleminin çözümü 

gibi qf E  eleman da (2.6)�’nn çözümü gibi alnrsa ( )( ) ( )( )f t z t u  veya 

1

2 2 1 1 0 00
( ) ( , ) ( ) ( ) ( )u t f t z d f t z f t z  elde edilir. Açk olarak yazlr ise  
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elde edilir. (2.9)�’un çözüm oldu u (1.3)-(1.4)�’de yerine yerle tirilerek gösterilebilir. 

 

3. Uygulamalar  

Baz basit örnekler üzerinde duralm. 

Örnek 1:  
2
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u t dt

u

 

problemini göz önüne alalm. Bu problemde 1/ 6 0  oldu undan tek çözüm vardr. 

Örnek 2:  

1

0

sin( ),  (0,1)

( ) 1

(1/ 2) 1

u t t

u t dt

u

 

problemini göz önüne alalm. Bu problemde 0  oldu undan tek çözüm yoktur. Ancak 

genelle tirilmi  genel çözüm vardr, [4,6]. 

Örnek 3:  
3
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0
1

0
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( ) 3

( ) 2

u u t t

u t dt

tu t dt

 



problemini göz önüne alalm. 3
2 ( )z t t u  olarak tanmlayalm. Bu durumda 1/12  

oldu undan e  denklem çözülebilir ve çözüm bir do rusal olmayan integral denklemin 

çözümüne indirgenir. 

 

4. Saysal Yakla m  

Yerel-olmayan ve ara-nokta ko ullar ile sunulan do rusal diferansiyel denklemler 

sonlu farklar yöntemi ile ayrkla trlarak ve böylece diferansiyel denklem cebrik bir 

denklem sistemine dönü türülerek çözülür. Bu durumda ara-nokta ko ulunun dikkatli ele 

alnmas gerekir. ntegral ko ulu olmadan sonlu farklar ile elde edilen cebrik sistemde 

bilinmeyen says denklem saysndan fazladr. Bu sebepten integral ko ulu saysal 

integrasyon yöntemlerinden biriyle ayrkla trlarak cebrik sisteme dahil edilir.  

imdi Bölüm 3�’de verilen Örnek 1 problemi üzerinde duralm. Örnek 1�’de u  yerine 

merkezi-farklar formülü yazlrsa ve snrlar dahil N+1 noktada ayrkla trma yaplrsa  
2 2

1 12 ( ) ,  1, , 1i i i iu u u t t i N  

elde edilir. Burada iu , ( )iu t �’ye kar lk gelmektedir. Açk olarak yazarsak 

2 2
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 (4.1) 

olur. Burada 1/t N �’dir ve bilinmeyenler 0u  ve Nu  srasyla sol ve sa  snr de erlerine 

kar lk gelir. 

Cebrik denklem sistemi (4.1) matris formunda yazlrsa 

N-1,N+1A u = b                  (4.2) 

do rusal matris sistemi olu ur. Burada N-1,N+1A  1 1N N �‘lik katsay matrisi, u  

bilinmeyenler vektörü ve b sa  taraf vektörüdür. Bu do rusal sistemi açkça yazarsak 

0
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olur. Burada N-1,N+1A  katsay matrisi 1 1N N �‘lik bir dikdörtgen matristir ve 

bilinmeyen says satr saysndan fazladr. 

Örnek 1�’de verilen 
1

0
( ) 1u t dt  integral ko ulunu (4.2) do rusal sistemine dahil etmek 

için saysal integrasyon yöntemlerinden biriyle ayrkla trrz. Burada basitçe kompozit 

yamuk formülü 1/t N  için uygulanrsa 

1 2 2 1 1
2
t u                (4.3) 

olur. Burada u  bilinmeyenler vektörüdür. (4.3) ifadesini (4.2) matris sistemiyle beraber ele 

alrsak, (4.2) sistemine ekstra bir satr eklemi  oluruz ve yeni sistemimiz açk ekilde öyle 

olur: 
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            (4.4) 

imdi, Örnek 1�’de verilen (1/ 3) 1u  ara-nokta ko ulunu yukardaki do rusal sisteme 

uygulayalm. (1/ 3) ( ) 1k ku u t u  ve k bilinsin. Bu durumda ku  bilindi inden ve u�’lar 

sfrdan ba layarak indislendi inden, ku 'ya kar lk N,N+1A matrisinin (k+1)�’inici sütunu 

gelir ve bu sütun iptal edilmelidir. Bunun için A  matrisi, düzeltici matris  

1
1

( 1) '  0 0
1

1

k inci satrN+1,ND

 
ile çarplr. Bu matris, (k+1)�’inci satr sfrlardan olu an ve bu satr d ndaki kö egen 

üzerindeki elemanlar 1, di er elemanlar sfr olan 1N N �’lik bir dikdörtgen matristir. 

Ara-nokta ko ulu, sa  taraf vektörü b �’yi de i tirir. k+1e  1 1N N �’lik birim 

matrisin (k+1)�’inci sütunu olsun. Bu durumda yeni sa  taraf vektörü 

kuyeni k+1b = b - Ae  



olur. Burada ku bilinen ara-nokta de eridir. Böylece düzeltici matris ve yeni sa  taraf 

vektörünü kullanarak (4.4) sistemi  

, 1N N kuçözüm k+(AD) u = b - Ae                (4.5) 

eklinde N N �’lik bir sisteme dönü türülür. Böylece çözüm  
1

1( )kuçözüm k+u = (AD) b - Ae  

olarak bulunur. 

A a daki ekil 1�’de temel ve saysal çözüm kar la trld. 

 
ekil 1. Örnek 1�’in çözümü 

 

Örnek 1, integral ko ulu yerine iki ara-nokta ko ulu ile verilmi  olabilirdi. Bu durumda 

düzeltici matris D  benzer ekilde 1 1N N �’lik bir matris olur. Ancak bu kez sa  taraf 

vektöründen yine benzer ekilde iki defa ara-nokta vektörü çkartlr ve çözüm sistemi elde 

edilir.  

 

5. Sonuç  

Bu çal mada ikinci mertebeden adi türevli diferansiyel denklemlerin yerel-olmayan ve 

ara-nokta ko ullar ile çözümleri incelendi. Böyle bir problem için yeni bir Green 

fonksiyoneli kavram verildi. Böylece bu ekilde sunulan denklemlerin temel çözümlerinin 

nasl bulunaca  gösterildi. Do rusal problemlerin saysal olarak nasl çözülece i gösterildi 

ve bir örnek üzerinde temel ve saysal çözümler kar la trld. 
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