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Ozet
M, Minkowski uzayzamani olmak iizere, M’de keyfi m-tane nokta icin O(3,1) pseudo-ortogonal ve
SO(3,1) 6zel pseudo-ortogonal grubunun invaryant polinomlar halkasinin iirete¢ invaryantlar sistemi
bulundu. Bu sistem bulunurken, polarizasyon operatorii, Capelli denklikleri ve invaryant teorisinin

yontemleri kullanildi.Ayrica O(3,1) grubunun ydriinge problemi ¢oziildii.
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1. Giris

Minkowski Uzayzaman geometrisinin dogum yili 1905 olarak alinabilir. Hermann
Minkowski(1864-1909) Oklid geometrisinden farkli olarak, yeni bir metrik tanimlayarak,
adina “Minkowski Uzayzaman Geometri” denilecek olan bu geometrik yapiy1
olusturmustur. Bu yapmin Oklid geometrisinden farki, uzaysal boyuta zaman boyutunun
eklenmesi ile uzay-zamanin kaynagsik bir yap1 olarak ele alinmasidir. Boylece dort boyutlu
Minkowski Uzayzaman geometrisi ortaya ¢cikmustir.

1872’de F.Klein “Erlanger Programi” olarak bilinen konusmasinda geometrilerin grup
etkisi altinda incelenebilecegini ifade etmistir. Bu baglamda Oklid geometrisi, Oklid
grubu; Afin geometrisi, Afin grubu altinda; nokta, egri ve yiizeylerin ortogonal ve afin
doniigiimler altinda korunan ozeliklerinin-invaryantlarinin- arastirilabilecegini ve dnemini

belirtmistir.
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Bu durum F.XKlein’in ifade ettigi anlamda, Minkowski uzayzaman geometrisini ortaya
cikaran grup etkisi altinda nokta, egri ve yiizeylerin invaryantlarin1 bulma problemi ortaya
cikmistir. Diger taraftan bu geometri i¢cin matematiksel ve fiziksel yapilara ait caligmalar
yapilmistir.

Bu bildiride O(3,1) olarak inceledigimiz ortogonal grup, Minkowski Uzayzaman
Geometrisini etkileyen grup anlaminda alinmistir. Bu grup G.L. Naber [16] kitabinda

Genel Lorentz Grubu( L, ) olarak adlandirilmistir.

Invaryantlar teorisi ile ilgili caligmalara ise 1850-1870 yillar1 arasinda baslanmustir.
Invaryantlar teorisinde G bir grup olmak iizere ?ﬁ[xl,...,xm }G nin liretegleri, bu iiretecler
arasindaki bagintilar ve denklik problemi iizerinde durulmustur.

1850’den 1960’a kadar ER[xl,...,xm }G halkasinin cebirsel Ozelikleri incelenmistir. 1890

yilinda Hilbert, invaryantlar teorisi ile ilgili temel caligmalar yapmustir.

Invaryantlara ait bazi calismalar J.A Dieudonne [8], D.Hilbert [12], D Khadjiev [13],
T.A.Springer [20], H.-Weyl [22] eserlerinde yer almaktadir.

1946 yilinda H.Weyl [22,5yf.66], kitabinda E.Study [21]’in 1897 yilinda yaptig

calismalar yardimiyla O(n) grubu ve SO(n) altgrubuna ait noktalarin iiretecler problemini

incelemis ve Lorentz grubuna ait problemin ¢oziimiinii acik birakmaistir.

1988 yilinda D Khadjiev [13] kitabinda ve R.Aripov’un makalelerinde Oklid grubu
icin noktalarin tiretegleri yardimiyla denklik problemi ve yoriinge problemini incelemistir.

1999 yilinda R.Hofer [11], Gram matrisi yardimiyla Minkowski uzayinda m tane
noktanin yoriingelerini incelemistir.

2001 yilinda F.P.Washek [16], Lorentz grubundaki doniisiimlerin 6zelikleri, isaret
fonksiyonu dilinde incelenmistir.

2004 yilinda [.Oren [17], iki boyutlu Minkowski uzayzamaninda, O(1,1), SO(1,1) ve
L-Lorentz grubu i¢in noktalarin iireteglerini ve iiretegleri arasindaki iliskileri incelemistir.

2003 ve 2004 yillarinda W.Benz [2,3], i¢ ¢arpim dilinde uzakligi koruyan Lorentz

doniigiimleri ve metrik dogrulari incelemistir.



2. Onbilgiler

Tanmm 1. V, n =1 boyutlu keyfi reel vektor uzayinda bilineer, simetrik ve bozulmamais
ozeliklerine sahip g:V xV — 3R doniisiimiine i¢ ¢arpim denir ve g (u,v) = <u,v> ile
gosterilir.

Teorem 1. V, n =1 boyutlu keyfi reel vektor uzayi, g :V xV — R genellestirilmis i¢
carpim olsun.Bu takdirde, V’de <el. ,el.> ==1,i=1.2,...,n Ve<el.,ej> =0,i=j,i,)=12,...,n
olan {el.} i=1,2,...,n seklinde bir taban vardir.

Ispat: : [16,p.8] ¢

Tanmm 2.V, n=1 boyutlu reel vektor uzayi ve g:V xV — R bir genellestirilmis i¢
carpim olsun. g (el. ,el.) = <€; ,el.> = -1 olan g-genellestirilmis i¢ carpimin keyfi ortonormal
tabanindaki e, ’lerin sayisina g’nin indeksi denir. [16,p.9]

Tamm 3. M, 4-boyutlu reel vektor uzayinda bilineer, simetrik, bozulmamis ve indeksi

lolan g: M xM — R ile tanimli uzaya Minkowski uzayzamani denir. [16,p.9]
g:MxM—R,g (v,w) =v,.w + Vv, w, + v, w, —v,.w, seklindeki genellestirilmis i¢
carpima Lorentz i¢ ¢carpimi ad1 verilir.

Not .Burada M =R’*' olarak 4-boyutlu reel uzay anlaminda olup 3 +1’in “1” kismi
indeksi ifade etmektedir.

Tamm4. g: M xM — R Lorentz i¢ carpimi olmak iizere,

(i) 0=vEM icin g (v,v) = <v,v> =0 ise v-vektoriine 151k vektor denir.
(i) vEM i¢in g (v,v) = <v,v> <0 ise v-vektoriine zamansal vektor denir.
(iii) vEM i¢in g (v,v) = <v,v> >0 ise v-vektoriine uzaysal vektor denir.

3. Keyfi m tane Noktanin invaryant Polinomlar Halkasinin Uretec invaryantlari

Sistemi

X,,....X, noktalari(vektorleri) M ’nin elemanlar1 olmak iizere, p(x,,...,x, ) ile
X,,...,x, 'lerin polinomunu tanimlayalim ve bu polinomu kisaca p(x) ile gosterelim.
X,,....X, 'lerin tiim polinomlar kiimesini ER[xl , ...,xm} ile tanimlayalim ve bunu kisaca

%[x} ile gosterelim.



Onerme 1: N[x], bir N -cebirdir.
Ispat: [17] ¢

0@.,1) :{F M —-=M :<Fx,Fy> = <x,y>} ile Lorentz i¢ carpimini koruyan tiim pseudo-

ortogonal doniisiimlerin grubunu gosterelim. Benzer sekilde Lorentz i¢ carpimini koruyan
tiim 6zel pseudo-ortogonal doniisiimlerin grubunu ise SO(3,1) ile gosterelim.

G ile O(3,1) ’in bir altgrubunu gosterelim.

Tamim 5: G bir grup ve p(x) bir polinom olmak iizere, keyfi g €EG igin p(gx) = p(x)

ise p(x) polinomuna G-invaryant polinom denir.

Tiim G-invaryant polinomlar kiimesini ER[xl R }G ile tammlayalim ve bunu kisaca
Eﬁ[x}c ile gosterelim.

Onerme 2: E)‘t[x}G , bir R -cebirdir.

Ispat: [17] ¢

Tanimm 6: p(x) EER[x}OG’D olmak iizere, Vg €0(3,1) icin p(gx) = A(g)p(x) olacak
sekilde bir A(g) fonksiyonu mevcut ise p(x) polinomuna O(3,1) -nispi invaryant polinom

denir.

Tanmm 7 : Yukaridaki ﬂ(g) fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir.
Agirlik fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir: Vg, g,, g, E0(3,]) igin;

D A(2.8:)=A(8)A(g)

2) A(g)==1"dir.

Tanmm 8: p(x) EER[x}OG’D polinomu O(3,1) -nispi invaryant polinom olmak iizere,
Vg€0(3,1) i¢in A(g) =1 ise p(x)’e cift invaryant polinom denir.

Tamm 9: p(x) Eiﬁ[x}oa’l) polinomu O(3,1) -nisi invaryant polinom olmak iizere,

Vge&S0(@3,1) icin A(g) =1 ve g€0O(3,]) icin A(g)=-1lise p(x)’e tek invaryant

polinom denir.

Onerme 3 : p(x) polinomu, SO(3,1) - invaryant polinom olsun. Bu takdirde,
p(x) = p,(x)+ p,(x) seklinde p,(x) cift ve p,(x) tek SO(3,1)-invaryant polinomlarin

toplam1 seklinde tek tiirlii yazilabilir.



ispat: f(x)= (x“) ,xP xm ) ,keyfi SO(3,1) - invaryant polinom olsun.

-1 0 0 ... O
O 1 0 .. O

h=|--- - "= ... ...| olacak sekilde h€0O(3,1) alalim. Burada deth=-1 ve
0O 0 0 .. 1

h™" = h’dir. Bu takdirde, ¢(x)= %( f(x)+ f(hx))gift polinom,y (x) = %( f(x) - f(hx))tek

polinomdur. Gergekten; g €0(3,1) ve detg =-1 i¢in, g = g,h =hg,

olacak sekilde g,, g, ESO(3,1) mevcuttur ve g, = gh™', g, = h”'g *dir. Buradan;

. 1 1 _ ,
gES0(3.1) ise,q(gx) =5(f(gx)+f(hgx)) =5(f(x)+f(hgh Yhx) dir.
Burada; hgh™ €SO(3.,1) ve f, SOQ3,1)-invaryant oldugundan,

P80 == (£ () + £ (9) = polur

gEO3,1) ve detg = -1 ise,p(gx) = %(f(gx) + f(hgx)) dir.

Burada; g = g,/ olacak sekilde g, €SO(3,1) mevcuttur.

@(gx) = %(f(glhx) + f(hgx)) yazariz. Burada f ’nin SO(3,1)-invaryant ve hg €SO(3,1)
oldugu kullanilarak,

@(gx) = %( f(hx) + f(x)) = @(x) elde edilir. Dolayistyla g(x) = %( f(x)+ f(hx)),

0(3,1) -invaryant ’tir. Yani ¢ifttir.

Simdi y(x) = %( fx)-f (hx)) ’in tek invaryant oldugunu gosterelim: Bunun i¢in 6nce
bunun SO(3,1) - invaryant oldugunu gosterelim.

GESOGL) ise, y(g0) = (f (g0 - fgn)) =2 1) - f(hgh ™) i

hgh™ €S0(3,1) ve f, SO@3,1)-invaryant oldugundan, 1 (gx) =%(f(x)—f(hx)) =y (x)
elde edilir. g €0(3,1) ve det g = -1 ise,

W(gn) = %(f(gX) _ fhgr)) = %(ﬂglhx) _ f(hgv)



yazariz. Burada hg €SO(3,1) ve f ’nin SO(3,1)-invaryant oldugu kullanilarak,
w(gx)=%( f(hx) - f(x))=-y(x) elde edilir. Dolayisiyla 1/J(x)=%( f(x)= f(hx)) tek

invaryanttir. 4

Teorem 2:

i) Keyfi cift invaryant polinom, <xl.,xj>,i, j=1,2,...,m lerin polinomu olarak ifade
edilebilir.

ii) Keyfi tek invaryant polinom |, w(xl,xz,...,xm) cift invaryant polinom olmak iizere
[xi] X, X, X, ](p(xl,xz,...,xm),i1 <i, <..<i; i,..,;, =1,...,m’lerin polinomu seklinde
ifade edilebilir.

Ispat : T,," ile (3+1)-boyutlu uzayda m-tane vektore bagli 6nermeyi gosterelim.

m>4 durumunda Capelli denkliklerinin 1. kismi kullanilarak, teorem, T,," —T,,*
durumuna indirilir [22].
Bu taktirde 7;,,* durumunu inceleyelim.

m =4 durumunda Capelli denkliklerinin 2.kismi kullanilarak, teorem, T3+13 durumunun

incelenmesine indirilir[22].

Capelli denkliginin m =4 olan durumunu f ’ye kullanalim:
1 . s

f=—ZP.f +[xl. X, X, X ]Qf dir. (1)
p 1 2 3 4

f - cift olsun. S, *deki siraya gore P.f polinomu f ’den kiigiiktiir ve keyfi P.f" polinomu

cifttir. (P.f " ’ler D D ., 0 f" seklindedir.)

0 g0
[xi] X, X, X, ].Qf terimini inceleyelim:

Qf ’nin derecesi r -4 oldugundan Qf icin T, dogrudur.

f ,giftise, Qf tektir. Qf igin 7., dogru oldugundan, Qf = [xl.l X, X, X, ].(p
seklinde ifade edilebilir. Burada ¢, cifttir. Dolayisiyla,

(0x) o {5.3,)

[xi] X, X, X, ].Qf =[in X, X, X, ].[xil X, X, X, ].(p= . @

<xi4,xi]> <xi4,xi4>



seklinde yazilabilir. Burada ¢, cift ve S, ’deki siras1 f ’den kiiciik (derecesi kiigiik)
oldugundan ¢ polinomu <xi, X j> ’ler cinsinden ifade ediliyor. Bundan dolayt f ’nin cift
oldugu durumda f igin 7;., dogrudur.

Simdi £, tek olsun. Bu takdirde (1) esitligindeki P.f ’ler de tektir. P.f ’lerin S, deki
sirast f ’den kiigiiktiir. Buna gore P.f " ’ler igin 7., dogrudur.

Simdi [xl.l X, X, X, ].Qf terimini inceleyelim:

f, tek oldugundan Qf cifttir. Dolayisiyla f polinomu [xl.l X, X, X, ]Qf polinomlarinin

toplami seklindedir. Burada ¢, ¢ifttir. Sonugta f igin 7, dogrudur.
Simdi 7, durumunu inceleyelim. Burada ispat iki kisma ayrilir:
1) Cift invaryant polinomlarin incelenmesi. (Bunu 7, ile gosterecegiz.)
2) Tek invaryant polinomlarin incelenmesi. (Bunu 7,,,*" ile gosterecegiz.)
Simdi ;
1) T,,,’° kismun ispatlayalim.Bunun anlami (3+1)-boyutlu uzayda 3 tane vektore bagli
cift invaryant polinomlara ait 6nermedir.Burada,
f (x1 , X, ,x3) , 0(3,1) -¢ift invaryant polinom olsun. Burada x,,x,,x; eN* lineer bagimsiz

vektorleri x, = (xll,xn,xw,xm),x2 = (xﬂ,xzz,xﬁ,xm),x3 = (x31,x32,x33,x34) ile gosterelim.

Bunlarin Gram matrisini G(x,,x,,x;) = (<xi , X j>) ve Gram determiantini
i,j=123

det G(x,,x,,x;) ile gosterelim.
det G(x,,x,,x,) = 0 olsun. Bu takdirde F€0(3,1) ile Fx, =y, =(y,,,,,0,¥5).i =1,2,3
sekline getirilebilir. Boylece det G(y,,y,,y;) = 0 dir. Bu takdirde,

f ( Vs Yss y3) = q0(< Vi yj>) ,i =< j=1,2,3 seklinde ifade edilebilir. Ayrica burada

{ yl.} ,i=1,2,3"ler ®**"’in elemanlaridir. Diger taraftan,

Feo(3,))

(p(<yi,yj>)=(p(<in,ij>) = (p(<xi,xj>)’dir.02aman f(xl,xz,x3)=(p(<xi,xj>)
seklinde ifade edilebilir.
Varsayalim detG(x,,x,,x;) =0 olsun. Bu takdirde, H-Weyl [22,syf.4,Lemmal.1.A]’dan

cebirsel esitsizliklerin onemli olmadig1 prensibine gore, bir polinom kokleri disinda sifir

ise her yerde sifirdir.Yani, ¢c6ziim saglanir.



Diger taraftan, f(yl,y2 ,y3) polinomu, R**'’de {yl.} ,i=1,2,3"lerin O(2,1) -invaryant

polinomudur.Yani ii¢ tane vektoriin ¢ift polinomudur. Béylece durum T, — T, ii

incelemeye iner.

Burada m=3 durumunda Capelli denkliklerinin 2. kismi kullanilarak, teorem
T,,’ =T, durumuna indirilir [22].
Boylece ispatimiz 7,,,’ durumunu incelemeye iner. Ancak yukaridaki kisimdaki gibi
ispat yapilirsa 7,,,° —T;7* durumuna indirilir. 7,2, durumu [17]’de ispatlanmistir.

2) T,,;”" kismini ispatlayalim.
f (x1 ,xz,x3) , 0(3,1)—tek invaryant polinom olsun. Burada x,,x,,x;EM lineer bagimsiz
vektorleri x, =(x11,x12,x13,x14),x2 =(x21,x22,x23,x24),x3 =(x31,x32,x33,x34) ile gosterelim.
Bu takdirde F €0(3,1) ile Fx, =y, =(y,,,,,0,¥;).i =1,2,3 sekline getirilebilir.
f ()c1 2 X, ,x3) , 0(3,1) -tek invaryant polinom ve F'€0(3,1) oldugundan
f(xl,xz,x3) = f(F(xl),F(xz),F(x3)) = detF.f(yl,yz,y3) olur. F€0(3,1) oldugundan

F™' mevcut ve F'€0(3,1) dir. F(x,)=y,,i=1,2,3 ifadesinden F™'(y,)=x,,i=1,2,3

yazabiliriz. f ()c1 3 Xy 5 X, ) , 0(3,1) -tek invaryant polinom oldugundan

f(xxxy) = F(F(0).F 7 (3,).F 7 (3,)) =det F'.f (3,.3,.;) elde edilir.
4

Z
Simdi z=| * |ER ve O =

y
1
0
0 ,detd = -1 olan (560(3,1) alalim.Buradan
23
0

o
- O O O

2y

o
- O O O

N

[ S}

N

= ZJ olur.Bu o6 60(3,1) 1 {y1 A ,y3} ’e kullanirsak
Ly Ly

0y, =y,,i=1,2,3 elde edilir.Buradan

F(332035) = £(8(3,).0(3,).0(5)) =detd.f (3,.,.5) = = f (31-7,-;) oldugundan

£ (3,,,¥;) =0 elde edilir. Boylece f(x,,x,,x,)=0 olur.O halde f(x,x,,x,), O(3,1)-tek

invaryant polinom sifirdir.



Sonug olarak, T3+13 durumunda keyfi invaryant polinom <xl. X j> ,i, j=1,2,3"lerin polinomu
olarak ifade edilebiliyor. Bu T, *’de dogru oldugundan T,,"’de keyfi ¢ift invaryant
polinom <xl.,xj> ,i,j=1,2,...,m ’lerin polinomu olarak ; keyfi tek invaryant polinom , @ -
cift olmak iizere [xl.l X, X, X, ](p seklinde tek invaryant polinomlarin toplami olarak ifade
edilebilir. ¢

Teorem 3: x, x,, ..., x, ’ler M ’de bilinmeyen vektorler olsun. Bu takdirde;

R - cebir ’inin iireteg

m

. . . . . o3,
<xl., x].>,z,]=1,2,...,m; i<j sistemi, Eﬁ[xl, Xyy v X }

sistemidir.

Ispat: Bu aslinda Teorem 2 ’nin 1. kismidir. 4
Teorem4: x, x,, ...,x, 'ler M ’de bilinmeyen vektorler olsun. Bu takdirde,
<xl., xj>, i,j=12,.m; i< jve [xl.] xiz...xl.J; =i =i, =..<i, =m sistemi,

?R[xl, x,,

SOG.1) e . -
} MR - cebir ’inin iireteg sistemidir.

ceey Ay

ispat: Bu teorem, Teorem?2 ’in ve Onerme3’iin bir sonucudur. 4

4. 0(3,1) Grubunun Yoriingeleri
.. B 0 .
Onerme 4. A= 0 1 ,BE0@3,0) olacak sekilde A€O(3,1) ortogonal doniisim
mevcuttur.
. . B 0
Ispat : AEGL(4,R) icin A= 0 1 ,BE0@3,0) olsun. A€0(@3,1) oldugunu
gostermek icin A" A =»n oldugunu ispatlayalim.
. B 0 (I 0)B 0) (B 0)(B 0) (BB 0) (I 0
0 1)0 -1){0 1 0 -1A0 1 0 -1 0 -1

1€0(3,0), I-birim matris oldugundan A€ O(3,1) *dir.4



Verilen kENR i¢in,

Y = {x =(x,,%,,X%;,X,)EM :<x,x> =k,x# 0} kiimesini gosterelim.

Onerme 5: O(3,1) ortogonal grup olmak iizere,

1) k=01icin ¥, , k=0 i¢in Y, ve {0} kiimeleri O(3,1) grubunun ydriingeleridir.

i1) O(3,1) grubunun bunlardan baska yoriingesi yoktur.

Ispat :

)

i.1) k=0 icin Y, kiimesini alalim.Burada x€&€Y, icin <x,x> =k denklemini

inceleyelim.

1.1.1) k>0 ve x= ()c1 yers Xy )EM olsun. Bu takdirde,

2 2 2 2 2 2 2 2 13 2 )
<x,x>=k:>x1 +X, +x; —x; =k = x +x, +x; =k +x; elde edilir. Burada k +x; =0 dur.
O zaman k + xf =5 ile gosterelim. Buradan xl2 + xf + x32 =s5’,5>0 oldugundan, bu R te
s-yarigapli  kiire  denklemini  verir. Bunu  kiiresel = koordinatlar  dilinde,
x, =scosasin f#,x, =ssinasin #,x; =scos f seklinde ifade edebiliriz. Simdi, s0yle

cosasinff sinasinff cosfp 0
—-sinx cosa 0

F = ) . €0(3,1) alalim. Bunu x’e¢ kullanirsak,
cosacos B sinacosf —sinpf

0 0 0 1

o O

Fx= (s,O,O,x4) =X elde edilir. x =y olan y&€Y, alalim. Tanimdan (y,y> =k >0’dir. Bu

y vektorii yukaridaki gibi incelenirse, bir F,E0(3,1) i¢in F,y=(p,0,0,y,)=7 elde

a 0 0 b
. 01 00 . _ . 2 g2
edilir. Burada F = 0010 alalim. Eger Fx =y olacak sekilde a” -b~ =1 sartimi
b 0 0 a

saglayan a,hER ’ler mevcut ise, [17,syf.60]’daki Onerme 31°den F €0(3,1) olup ispat

biter. Simdi bunu gosterelim.

as+bx, = _ _
Fx =7y ’den «=P elde edilir. Bu sistem ¢6ziiliirse, a = P 52 x437 4 b= syz P f“
ax,+bs=1y, sT—-x, sT—-x,

elde edilir.Burada s° - x; =0 dir.Eger s°-x; =0 olsaydi, <f,f> =0 olurdu ki bu ise



<)_c,)_c> =0 ile celisirr Burada a’-b"=1 oldugundan, Fe€O(3,1) dir. Boylece
F,'FF, €0(3,1) olup (FZ‘IFF1 )x =y ’dir.Yani, k >0 durumunda Y, 'nin keyfi iki vektorii

denktir.

i.1.2) k<0 olsun. Bu durumda (i.1.1) kisminin ispatina benzer sekilde incelenirse,

k <0 durumunda Y, 'nin keyfi iki noktasinin denk oldugu goriiliir. Sonugta, VxEM icin
<x,x>, O(3,1) — invaryant oldugundan Y, ’daki bir nokta ,onun disinda baska bir noktaya
denk degildir. Yani, k=0 icin ¥, kiimesi O(3,1) grubunun yoriingesidir.

1.2) k=0 icin Y, = {x =(X,%,,X%,X,)EM : x = 0,<x,x> = 0} kiimesini alalim. x€Y,
olsun. Tanmimdan <x,x> =0,x=0’dr. Burada x=(x,,x,,x;,x,) olarak alirsak,
<x,x> =0=>x +x " +x°-x,°=0 2)

bulunur.

Burada x, = 0’dir. (Eger x, = 0 olsaydi,
Pt -x =02 x" +x, +x° =0=x, =0,i=1,2,3 dir Bu takdirde, x=0 olup

bu x =0 ile gelisir.)

(2yden x”+x,> +x,” = x,” elde edilir. Bu durum i.1.1°deki gibi incelenirse, bir
F,€0@,1)i¢in Fyx = (x4 ,O,O,$x4) =X elde edilir. Simdi x = y olan y€Y, alalim.
Tanimdan < v, y> =0 ’dir.Bu y vektorii yukaridaki gibi incelenirse, F, €0(3,1) i¢in
F,y=(»,,0,0,Fy,) =7 elde edilir. Simdi FX =y olacak sekilde F €O(3,1) mevcut

oldugunu gosterelim.

1.2.1) x = (x4,0,0,x4) ve y = (y4,0,0,y4) alalim. Bu takdirde

b

o O

0
€0(3,1) mevcut, 6yle ki Fx =7y ’dir. Boylece F4'1FF3 €0(@3,1)

SO O Q9
S O = O
S =
]

a

oldugundan (F4'1FF3)x = y “dir.



1.22) x = (x4,0,0,x4) ve y = (y4,0,0,—y4) alalim. Bu takdirde

a 0 0 b
0 1 s i o o

F = 0 0 1 €0(3,1) mevcut, dyle ki Fx =y ’dir. Boylece F, FF,€0(3,1)
-b 0 0 -a

oldugundan (F4'1FF3 )x =y dir.
Yani, kK =0 durumunda Y, 1n keyfi iki vektorii denktir.
Sonugta; VxEY, noktasin1 yEY, noktasina gotiirecek O(3,1) ortogonal doniisiim mevcut
oldugundan ¥, kiimesinin keyfi iki eleman1 O(3,1)-denktir. yE€Y, olsun. Eger y =0 ise,
{0} nokta ¥, *mn higbir noktasma O(3,1) -denk degildir. Eger y&Y, ve y =0 ise, yEY, bir
kERk =0 igin <x,x>, O(3,1) — invaryant oldugundan Y, ’in hicbir noktas: y -noktasina
0O(3,1) -denk olamaz. Dolayisiyla ¥, kiimesi O(3,1) grubunun yoriingesidir.

i3) {(0,0)} noktasi YFEOB,1) igin F(0)=0 oldugundan {0} noktasi O(3,1)

grubunun yoriingesidir.

ii) VxENR noktasi alalim. x =0 ise, x-eleman1 {0} yoriingededir. x = 0
olsun. Bu taktirde bir k ER i¢in <x,x> =k 'dir. Eger k =0 ise x€Y, ’dir. Eger

k=0 ise, x€Y, dir. O(3,1) grubunun bunlardan bagka yoriingesi yoktur. 4
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